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第1章 序論
本研究ではボール (中空の弾性体の殻 (shell))が平らな障害物に衝突し跳ね返る現象を
取り扱う. ボールは重力で自由落下し平面の障害物に局所的な反発係数 0で衝突する. 衝
突によりボールが変形することで弾性エネルギーが蓄えられ, これにより跳ね返る現象が
起きる. この種の問題について実験・理論ともに様々な研究が行われてきた. 殻 (shell)の






















の構成, エネルギー評価, 一次元の場合の解の存在証明などを行っている. 離散勾配流は
本論文でも主要な方法論として採用しているが, 単純化して説明すると, Lagrangean によ




関数として殻を表現した. これを用いて, 殻 (shell)のエネルギーは, 弾性エネルギー (曲
げ, 伸縮), 殻内部の気体エネルギー, 位置エネルギー, 運動エネルギーである. さらに殻の
1
囲う体積 (面積)保存条件を課すこともできる. 衝突は障害物の形状に強制的に変形され


























図 2.1: ボール (殻)のパラメータ表示
線の形) は  2 [0; 2]をパラメータとする閉曲線 p(t) = (p1(t); p2(t)) を用いて書くこと






と書くことができる. これは p で囲われた領域の外を常に向いている. ここで






















本モデルでは shellは 1次元であるが \曲げ"のエネルギーを考慮するために仮想的に \厚
み"を考えよう. 下図のように bending と stretching が行われた場合についてエネルギー
















図 2.2: 殻 (shell)の極小部分の曲りと伸縮
を半径方向の \場所"をあらわすパラメータとする. また  = r0
r
~とおく. すると元の点
(x; y)と変位した点 (x0; y0)は次のように表現できる.
(x; y) =
   (r0 + ) sin ; r0 + (r0 + ) cos ;  2 ( d=2; d=2);
(x0; y0) =




=   sin ; @
@x































sin  sin +  r+
r0+
cos  cos   1 1
2





sym. cos  cos +  r+
r0+

































































































r0   h=2 =
h(6r20   9r0h+ 5h2)
6(r0   h=2)3 + h.o.t.;
となる. よって
  1 = h
2r20(r   r0)(3r   r0)
12r2(r0   h2 )3(r0 + h2 )
+ h.o.t.;    1 = h
2r0(r   r0)








(~  1)2 + 1
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簡単な考察により, ~  1  h
2
(1=r   1=r0)を得る. 上式の右辺の第 1項と第 3項は同じ次




































































さて次に shell の運動エネルギーを見てみよう. 殻の定常状態の平均質量密度を  で表








jqj jptj2p2>0 d (2.2)
で与えられる. ここで特性関数 p2>0 は集合
fp2 > 0g = f(t; ) 2 (0; T ) (0; 2); p2(t; ) > 0g
に対するものである. これは, 殻の一部が障害物に接触したときに運動エネルギーが消え
るということを意味している. すなわち局所的な反発係数が 0で, 衝突直後殻が障害物に
密着した状態になる.
ただ, 力学的エネルギーは消滅するが, 弾性エネルギーなどはこの限りでは無いが, すべ
てのエネルギーが 0となるのは一番易しい近似 (第一近似)であり, これを採用する.
2.3 内部ガスのエネルギー
さらに内部のガスの圧縮によるエネルギーも考慮する. 圧縮が十分小さく, 断熱変化と
すると, 圧力変化 P   P0は
P   P0  c2(  0);
と近似できる. ただし, P0と 0はそれぞれ殻の外形が自然な場合の「空気圧」と「密度」












































(p  Ap)p2>0 d
で与えられる.
2.6 Action Integralと第一変分















= 0 8 2 C10  (0; 2) (0; T ) \ fp2 > 0g2; (2.6)
より計算することができる.



































f(p + )  A(p + )g2




(p + )  A(p + )




f(p + )  A(p + )g2























jpj2p  A d   5
Z 2
0
2   d
=: I + II + III:
となる. 次の等式変形の第 1式は部分積分と a  Ab =  b  Aaを用いて得られる.








































(p  p)Ap   (p  Ap)p
jpj2 =
(p  p)Ap





















(2ssjpj + 2sjpjs   2sjpj   2jpjs)   d
さらにここで,























(p + )  A(p + )




  A(p + ) + (p + )  A




(p + )  A(p + )








  Ap + p  A

































  d = 0












(p + )  







































 jp + j
jqj   1

(p + )  







































(1  )(  )  s(   )

ds
次には内部ガスのエネルギーの第一変分を計算する. 十分に小さい に対して fp2+ 2 >
0g = fp2 > 0gであることに注意して,
1






























































































p  A d =  
Z 2
0

















































となる. 最後に運動エネルギーの第一変分を計算する. 先ほどと同様に十分に小さい に
対して fp2 + 2 > 0g = fp2 > 0gであることに注意する.
1

















































+ks + ge2; (t; ) 2 (0; T ) [0; 2] \ fp2 > 0g; (2.12)
 = 0; in (0; T ) [0; 2] \ fp2  0g; (2.13)
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p2>0 + ksp2>0 + gp2>0e2; in (0; T ) [0; 2]













(p(t; )  Ap(t; ))p2>0(t; ) d = 0 8t 2 (0; T )
とかくことができる ([12]). 体積 (面積)保存条件を課した方程式を導出する場合はテスト
関数に体積保存制約条件を与えてなければならない. ここでは一般のテスト関数 p + ,
 2 C10  (0; 2) (0; T ) \ fp2 > 0g2 に対して, 摂動パラメータの第一次近似まで体積
保存する摂動を p =
p


















   ds

























































































(2   20))  k(  1)+ 
	

+ks + ge2; (t; ) 2 (0; T ) [0; 2] \ fp2 > 0g; (2.15)









(p  ptt)  1
24

















kh220  k(  1)p2>0 + p2>0
	







問題 (2.15)と (2.17)は偏微分方程式の形で解くのは困難である. そこで, 数値解法とし
て変分法に基づく手法を導入する. ここでは, 方程式 (2.17)のみを取り扱う. 体積制約の
ない方程式 (2.15)も同様の方法で取り扱うことができる. さらに, 簡単のため平衡状態を
半径 r0の円形とする.
有限時刻 T > 0とし, t = T=N , t = nt (n = 0; 1;    ; N)とする. p0 を初期
データとし, p1を初期速度 ptを用いて p1() = p0() + pt(0; )t と近似する. 残りの









p  2pn 1 + pn 2)
(t)2





p 2 H2per((0; 2))2; p2  0; 12
Z 2
0
p  Ap d = V
o
:







j   2pn 1 + pn 2j2
2(t)2
d = const; (3.2)
なので, 下限は有限値であり, 最小化問題として well-dened である. 今のところ 上記の
汎関数の minimizer の存在と一意性定理は確立されていない. 有力な仕事として, [16]は
制約条件のないケースで 0 = 0の場合は存在定理を示している. また最近の仕事として,
[1]は (3.1)のよく似た汎関数を制約条件付きで取り扱っているが, 軸対称の場合に限られ
ている.
Jnの minimizer pが以下の式を fp2 > 0g上で満たすことを簡単に確かめることがで
きる.


































 = 0 in (0; T ) [0; 2] \ fp2  0g
とする. 上式は方程式 (2.15)の時間と差分化したものである. 以上の方法により, 与えら
れた汎関数の minimizer によって差分方程式の解が求められる. (しばしば, 離散勾配流
法または, Rotheの方法と呼ばれる.) 最小化問題の解は, 2分法などの導入による最急降下
探索法で得ることができる. その探索アルブリズムは [5],[20]に示されている.
3.2 数値シミュレーション
本節では, 平均状態が半径 r0の円形リングを高さHから初期速度 (0; v0)で落とし, 水
平な面に衝突し, 跳ね返る現象の数値シミュレーションを行った結果を紹介する. 初期圧
力をP0 = 0とする. p0() = q() = (r0 cos ; r0 sin +H), p1() = (r0 cos ; r0 sin +H 







とし, 空間スケールを平衡状態の半径 r0とすると方程式 (2:15)は
p2>0ptt =








p2>0 + a1jpj jpjsp2>0 + a3p2>0e2; (3.3)
 = 0 (0; T ) [0; 2] \ fp2  0g (3.4)




; a2 = 12
r0cg
kh3
; a3 = 12
gr30
kh2
で与えられる. a1 = 15000, a2 = a3 = 0, H = 1, v0 = 2として, 曲線上のN = 256の
ノードで実行した結果を示す. 図 3.1は重心が一時的に動かなくなり, 最も大きく歪む時















図 3.1: バウンスする現象 (歪みと反発)に対する数値結果
図 3.2は, 薄い弾性リングのバウンス実験の時刻 0:0, 0:5, 1:0, 1:4, 1:8, 2:25における写
真である. これらの時刻は, 最も大きな変形をする時刻 t = 1:0として, 相対的に計算して
15
図 3.2: 簡単な実験結果から得られた弾性リングの形状
決めている. 上の数値計算結果と非常によくに似ていることが見て取れる. ここでは, 係
数は近似的に実験的設定に合うように選んでいる.
なお, 比較のために, 同じパラメータで体積保存制条件を考慮した方程式 (2.17) の数値



































バウンスする shell の囲まれた体積の影響を解析するために, a2 = 0, a2 = 384, a2 =











































図 3.4: パラメータ a2 (a2 = 0; 384; 98304)に対する弾性リングの歪みと跳ね返り (反発)
次に, p0 = q() = (r0 cos ; r0 sin  + H), p1() = (r0 cos ; r0 sin+H   12g(t)2)とし,
ここでは r0 = 0:1, H = 3:5r0を選ぶ.
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図 3.5: (ks; kb) = (500; 0:01)
図 3.5の厚さと弾性係数を有効数字 2桁で計算すると, h = 1:5 10 2, k = 3:2 104と
なる. 先にも述べたように, 現実に二次元で体積を保存する物体を考えるのは難しいので,
この解が妥当であるのか検討することは困難である. モデルの妥当性の検討は三次元モデ
ルの開発を待つとして, 以下ではパラメータ ks, kbを変化させたときどのような傾向があ
るかをみてみよう.
18
図 3.6: (ks; kb) = (500; 0:1)
このときの暑さと弾性係数は h = 0:5 10 2, k = 1:0 104である.
19
図 3.7: (ks; kb) = (100; 0:05)
次に ksを 500から 100に換えて実験を行った. このとき, h = 0:7 10 2, k = 1:3 103
である. ks = 500のときと時間スケールを変更していることに注意してほしい.
20
図 3.8: (ks; kb) = (100; 0:08)
このとき, h = 0:9 10 2, k = 1:0 103である.
21
図 3.9: 回転を伴う shell の衝突
このモデルでは, shell に回転を加えてることもできる. 図 3.9がその数値結果である.
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3.3 数値シミュレーション 2



































jp  2pn 1 + pn 2j2
(t)2







jp  2pn 1 + pn 2j2
(t)2




p 2 H2per((0; 2))2; p2  0; 12
Z 2
0
p  Ap d = V
o
:
上で帰納的に最小化することによって得られた minimizer 列を数値解とする. 以下では前
節と同様の設定のもと kbと ksを変化させ, 汎関数 J1nで得られた数値解と J2nで得られた
数値解を比較する.
23
図 3.10: (ks; kb) = (100; 0:05)左が J1n, 右が J2nを用いた結果 1
24
図 3.11: (ks; kb) = (100; 0:05)左が J1n, 右が J2nを用いた結果 2
25
図 3.12: (ks; kb) = (100; 0:08)左が J1n, 右が J2nを用いた結果 1
26
図 3.13: (ks; kb) = (100; 0:08)左が J1n, 右が J2nを用いた結果 2
27
図 3.14: (ks; kb) = (1000; 0:2)左が J1n, 右が J2nを用いた結果 1
28
図 3.15: (ks; kb) = (1000; 0:2)左が J1n, 右が J2nを用いた結果 2
29
図 3.16: J1nの場合:(ks; kb) = (1000; 0:5)
30
図 3.17: J1nの場合:(ks; kb) = (1000; 1)
31
第4章 まとめ
本研究では, 弾性体のリング (shell)が落下し, 障害物に衝突し, 跳ね返るという一連の
物理現象の運動について考えている. まず, 物理的考察により, これまでに提案されてい
た平衡形の積分を使用する総合弾性エネルギーの式を \曲げ"部分のエネルギーの計算を
変動形の積分を使用して近似的に修正できることを示した. その式を導入してエネルギー
保存系の Lagrangian から作用積分 (action integral)を定義し, その第一変分を計算する
ことによって, 連続時間系の運動方程式 (支配方程式)を導いた. 次に, 作用積分 (action
integral)の第一変分を計算する際, この弾性体リング (shell)の性質から体積保存条件を課
した第一変分を計算して連続時間系の運動方程式 (支配方程式)を導いた. この方程式には
Lagrange multiplier と呼ばれる式が出現することに特徴がある. 導出された運動方程式
の近似解を数値計算で求める方法として, ある差分化された汎関数を定義することによっ
て, その最小化関数が運動方程式の近似解になるということを利用した双曲型離散勾配流






変形が少なく, 跳ね返りが生じている. そこで, 次に, 体積保存条件を課した場合に対して,
弾性体リングの自由落下の数値シミュレーションを行なった. パラメーターの選択によっ
て, 弾性体リングの変形をともなった種々の落下・衝突・跳ね返り現象の模擬ができるこ
とが数値計算結果より知れた. したがって, ボールのバウンス問題 (落下・衝突・反発を
含む)に十分に応用できるものと確信できた. この問題の応用, 拡張性 (三次元空間への拡
張, プログラミングの効率化など)を考慮した場合, 行列計算による展開が有用であるとの
観点から, 体積保存条件を課した解析を行い, 数値シミュレーションを行った結果を示し,








で考える. 境界上, 同時Dirichlet 境界条件が与えられているとする. 初期条件を正値関数
u0 2 H10 (
), 初期速度 v0 2 H10 (
)とする. すると, 以下の問題を解くことになる:
utt(t; x) = u(t; x) in (0; T ) 
 =: 
T ; (5.1)
u(t; x) = 0 on (0; T ) @
; (5.2)
u(0; x) = u0(x) in 
; (5.3)
ut(0; x) = v0(x) in 
: (5.4)
まず, 自然数N > 0を止め, 時間幅を h = T=N と決める. u 1(x) = u0(x)   hv0(x)とお
く. 関数 u0は時刻 t = 0での近似解に対応し, 関数 u 1は時刻 t =  hでの近似解に対応



















続である. したがって, 汎関数が下に有界であることから minimizer の存在がいえる.
次に, fungNn= 1のminimizer の時間補間として, 近似解 uhと uhを定義する (図 5.1参
照 ):
図 5.1: Minimizersの補間







un 1(x); t 2 ((n  1)h; nh]; n = 0; : : : ; N:
33
unは Jnの minimizer なので, unでの Jnの第一変分が 0になる. したがって, 任意の





Jn(un + "')j"=0 = lim
"!0
















































run  r'dx: (5.7)
uhと uhの定義 (5:6)を使うと, 次のように書き換えることができる.Z






dx = 0 for a.e. t 2 (0; T ) 8' 2 H10 (
):
任意の ~' 2 C0([0; T ])を掛けたとき, 上式の関係が成立することに注意する. したがって,









dx dt = 0 8' 2 L2(0; T ;H10 (
)) (5.8)
が得られる. 時間幅 hを 0にとばすためには, 近似解に対するいくつかの評価が必要であ
る. 以下の補題でそれについて述べる.
補題 1 
をなめらかな境界をもつ有界領域とする. Jn, n = 1; 2; : : : ; N は (5:5)で定義
した汎関数で, unはその汎関数のH10 (
)における minimizer だとする. 関数 uhと uhを
(5:6)で定義する. さらに, h  1と仮定する. このとき, 以下の評価が成り立つ:
kuht (t)kL2(
) + kruh(t)kL2(
)  CE for a:e: t 2 (0; T ): (5.9)
ただし, 定数CEは初期関数のH1ノルムには依るが, hには依存らない.
Proof. この種の評価は普通, 方程式の解の時間微分でテストすることによって示される.




un   2un 1 + un 2
h2











 (a  b)a 8a; b 2 R (5.10)

































































for t 2 ((k   1)h; kh); k = 0; 1; : : : ; N:
であるから, (5.9)が示された. 2
補題 2 uhと uhを (5:6)で定義する. このとき次の関係が成立する:
kuh(t)  uh(t)kL2(
)  hkuht (t)kL2(
) for a:e: t 2 (0; T ); (5.11)
kuhk2L2(















があることが分かる. この部分列からさらに部分列を選び, fuhklt gl2Nが L2(
T )において
ある関数Uに収束することがいえる. 表記を簡単にするため, 次のように書くことにする.
ruh * v in (L2(
T ))m; (5.14)




T )の意味で v = ruとU = utをみたす u 2 L2(0; T ;H10 (
))が存在すると
いうことを証明しなければならない. そのためには, もう少し詳しく評価することが必要












un   t  (n  1)h
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が分かる. そして Poincare の不等式より
kuhkL2(
T )  CPkruhkL2(
T ) for all h 2 (0; 1) (5.16)
をみたすような定数CP が存在する. 2
補題 3 次の関係をみたす関数 u 2 H1(
)が存在する:
ruh * ru in (L2(
T ))m; (5.17)
uht * ut in L
2(
T ): (5.18)
Proof. (5.9), (5.13)と (5.16)より, uhがH1(
T )で一様有界である. ゆえに, H1(
T )で
弱収束し, L2(
T )で強収束する部分列がある. 収束先を uと書く:
uh * u in H1(
T ): (5.19)
(5.15)より, U = ut がほとんどいたるところで成り立つ. さらに, (5.14)より, 任意の









































(uh   uh) @'
@xi
dx dt! 0 as h! 0+
がいえる. すなわち, 
T のほとんどいたるところで v = ruが得られた. 2


























rur'dx dt as h! 0 + : (5.20)






























































v0'(0) dx as h! 0+
が得られる. (5.21)において次の事実を用いて収束が議論できる:
(i) 最初の項は, uhnが弱収束し, ('(t)  '(t+ h))=hが L2(
T )で強収束する;
(ii) 第 2項では, uht = (u0   u 1)=h = v0 (8t 2 ( h; 0))が成立する;










v0'(0; x) dx = 0 8' 2 C10 ([0; T ) 
): (5.22)
(f0g  




分空間であり, Mazur の定理より弱閉集合であるので, (5.19)より u 2 H1(
T )であるこ
とに注意する. 結果的に uが境界条件 (5.2)と初期条件 (5.3)をトレースの意味でみたすこ
とが言える. トレースの極限はトレース operater T : H1(
)! L2(@
)のコンパクト性よ
り得られる. さらに, H1(0; T ;L2(
))における関数 uはC([0; T ];L2(
))に属する. すなわ
ち, uは初期条件 (5.3)を強い意味でもみたすことが言える.
要約すれば我々は, 離散勾配流法を用い, トレースの意味で境界条件と初期条件 (5.2),


























とおく. 摂動パラメータを とする. 一般のテスト関数p+ ,  2 C10  (0; 2) (0; T )\





   ds



































































F jp + j
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 jj2   2T0 + j0j2 jpj d




















































 jp + j2
F jp + j3  
j(p + )T (p + )j2



















































































































































T + 3jj2T	 ds
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